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摘 要 
Ito 型 随机 微分 方程 的 指数 稳定 性 及 其 应 用 


应 用 数学 专业 
研究 生 刘 宗 树 指导 教师 徐 道义 教授 


随 着 科学 技术 的 飞速 发 展 ， 随 机 因素 对 系统 的 影响 日 益 受 到 人 们 的 重视 。 
而 作为 概率 论 与 常 微分 方程 相 结合 发 展 而 成 的 随机 微分 方程 这 一 边缘 学 科 ， 自 
PRT 1961 年 首次 发 表 “ 论 随机 微分 方程 ”一 文 来 , 得 到 了 广大 理论 科学 工作 
者 和 实际 应 用 科技 人 员 的 重视 。 随 机 微分 方程 的 稳定 性 理论 ， 在 确定 性 微分 方 
程 稳定 性 理论 与 随机 过 程 理论 的 基础 上 发 展 特别 迅猛 , 而且 应 用 也 越 来 越 广泛 。 
它 主要 应 用 于 系统 科学 ， 工 程控 制 ， 生 态 学 等 各 方面 。 在 这 些 新 兴 的 科学 技术 
中 ， 大 量 出 现 了 随机 微分 方程 的 问题 。 例 如 在 随机 干扰 下 的 控制 问题 ， 通 讯 技 
术 中 的 滤波 问题 ， 声 纳 探测 潜艇 的 问题 ， 生 物 数学 模型 的 建立 问题 ， 都 依赖 于 
随机 微分 方程 的 研究 和 解决 。 

稳定 性 的 重要 意义 可 想 而 知 ， 小 至 一 个 具体 的 控制 系统 ， 大 至 一 个 社会 系 
统 ， 金 融 系统 ， 生 态 系 统 ， 总 是 在 各 种 偶然 的 或 持续 的 干扰 下 进行 的 。 承 受 这 
种 干扰 之 后 ， 能 否 保 持 运 行 或 工作 状态 , 而 不 至 于 失控 或 摇摆 不 定 ， 至 关 重 要 。 
所 以 随机 微分 方程 的 稳定 性 问题 有 重要 的 理论 意义 和 广泛 的 应 用 背景 。 

本 文 主要 分 成 三 章 。 第 一 章 引 言 ， 主 要 对 本 文 的 主要 内 容 及 知识 结构 做 一 
个 简单 的 介绍 。 第 二 章 主 要 介绍 随机 微分 方程 的 发 展 及 随机 微分 方程 稳定 性 的 
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程 的 指数 稳定 性 ， 得 到 了 与 时 滞 无 关 的 几乎 必然 指数 稳定 性 的 充分 判 据 。 第 三 
章 介 绍 随机 神经 网 络 稳定 性 分 析 的 研究 现状 ， 并 运用 我 们 的 主要 结果 给 出 具有 
变 时 潇 的 随机 神经 网 络 指数 稳定 的 充分 条 件 。 
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With the development of the science and technology, people have attached 
very great importance to effects of stochastic factor on the system day by day. 
Stochastic differential equation (SDE) is a marginal subject, which is a 
combination of probability theory and ordinary differential equation. Since Ito 
published “Theory of Stochastic Differential Equations” (1961), more and 
more scientific theory workers and applied technical workers have paid much 
attention to it. The theory of SDE which is based on the certain differential 
equation and stochastic process, is growing especially fast and its application is 
also more and more extensive. It is mainly be applied to system science, 
engineering control, ecology, etc. In these newly arisen science techniques, 
large number of question about SDE are appeared, such as control problem © 
under the stochastic interference, the filter wave within the communication 
technique problem, the question about the sonar probes into submarine, 
the establishment problem of living creature -mathematics model. They 


depend on research and resolve of SDE. 
The important meaning of stability is imaginable. From a small specific 


control system to a big social system, financial system, ecology system, etc. It is 
appeared under the various accidental or continuous disturb. After bearing this 
interference, system is uncertain to keep to circulate or work appearance and is 
unlikely to lose control or sway, so the stability of SDE have important theories 
meaning with extensive applied background. 
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This text is divided into three chapters. Chapter 1 is a preface that gives a 
simple introduction to the main contents and the knowledge structure. Chapter 2 
discuss some basic concepts of the SDE and the stability of SDE, by using 
martingale convergence theorem and Ito formula. We obtained sufficient criteria 
for almost surely exponential stability which is independent of delays. Chapter 3 
chiefly research the stability of stochastic neural network, and give some 
sufficient conditions for the exponential stability of stochastic neural network 


with variable delay by using our main result. 


Keyword: Stochastic delay differential equation, fo integration, Almost surely 


exponential stability, Martingale convergence theorem, Stochastic delay neural 


network, M-matrix. 
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第 一 章 引言 


随 着 科学 的 发 展 ， 社 会 的 进步 ， 越 来 越 多 的 科技 成 果 运 用 到 现实 生活 ， 比 
如 电器 设备 ， 通 讯 设 备 ， 交 通 工具 等 等 。 而 对 于 航空 航天 ， 战 略 装备 ， 环 境 保 
护 也 是 世界 各 国 致力 于 发 展 的 对 象 。 但 对 于 这 些 系统 来 说 ， 研 究 他 们 运行 的 稳 
定性 是 一 项 必 不 可 少 的 方面 。 一 个 系统 若 想 在 工程 中 发 挥 作用 就 必须 具备 稳定 
性 。 稳 定性 理论 是 研究 动态 系统 中 的 过 程 〈 包 括 平衡 位 置 ) 相对 于 干扰 是 否 具 
有 自我 保持 能 力 的 理论 ， 它 的 概念 最 早 源 于 力学 ， 它 刻画 了 一 个 刚体 运动 的 平 
GRAS, 它 的 发 展 为 工程 技术 , 特别 是 自动 化 , 控制 理论 等 提供 了 广泛 的 应 用 。 
随 着 科学 技术 发 展 的 日 新 月 异 ， 对 系统 有 较 高 的 要 求 或 随机 因素 不 可 忽略 时 ， 
利用 随机 系统 来 处 理 问题 ， 就 成 为 自然 而 必要 的 手段 。 例 如 : 比较 简单 的 电路 
系统 可 以 忽略 噪声 的 影响 ， 但 对 于 大 规模 的 集成 电路 来 说 ， 避 免 随 机 噪声 的 影 
响 是 不 可 取 的 ， 它 会 增 大 误差 ， 影 响 系统 的 稳定 性 能 。 而 对 于 具体 的 每 一 个 系 
统 来 说 ， 它 容易 受到 各 种 客观 因素 的 影响 有些 影响 可 以 忽略 不 计 ， 但 有 些 随 
机 因素 对 系统 的 稳定 性 影响 却 是 致命 的 。 所 以 在 随机 因素 的 于 扰 下 ， 考 虑 系统 
的 稳定 性 是 动态 系统 研究 中 的 一 项 必须 具备 的 方面 。 随 机 系统 建立 在 生物 学 、 
医学 、 电 子 学 、 物 理 、 化 学 、 计 算 机 科学 、 控 制 科学 、 材 料 科学 等 基础 上 。 其 
成 功 应 用 的 例证 涵盖 了 智能 控制 系统 、 信 号 处 理 、 模 式 识别 、 智能 计算 等 方面 。 

随机 微分 方程 正 是 在 确定 性 微分 方程 稳定 性 理论 和 随机 过 程 理 论 的 基础 
上 发 展 起 来 。 从 数学 上 看 ， 随 机 微分 方程 是 介 于 微分 方程 和 概率 论 之 间 的 边缘 
分 支 ， 它 是 两 个 数学 分 支 互相 渗透 的 结果 ， 因 此 随机 微分 方程 的 研究 领域 是 及 
其 广阔 的 。 在 这 些 领 域 中 ， 随 机 微分 方程 稳定 性 理论 的 研究 ， 正 如 同 确定 性 党 
微分 方程 稳定 性 理论 的 研究 一 样 ， 是 研究 它 的 解 的 定性 理论 的 一 个 重要 方面 ， 
无 论 是 对 于 基础 理论 的 研究 ， 还 是 应 用 技术 的 研究 ， 都 具有 十 分 重要 的 意义 。 

神经 网 络 系统 是 由 大 量 的 、 同 时 也 是 简单 的 处 理 单元 广泛 地 相互 连接 而 形 
成 的 复杂 网 络 系统 。 神 经 网 络 既 是 高 度 非 线性 动力 系统 ， 又 是 自 适应 系统 ， 可 
用 来 描述 认识 ， 决 策 及 控制 等 智能 行为 。 其 对 众多 学 科 的 包容 性 ， 理 论 分 析 方 
法 的 多 样 性 ， 在 工程 技术 中 应 用 的 广泛 性 是 其 它 学 科 无 法 比拟 的 ， 它 涉及 到 生 
物 学 、 医 学 、 电 子 学、 数学 、 物 理 、 化 学 、 计 算 机 科学 、 控 制 学、 材料 科 学 等 。 
近 些 年 来 ， 许 多 科学 家 提出 了 许多 种 具备 不 同 信息 处 理 能 力 的 神经 网 络 ， 并 被 
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广泛 地 成 功 的 运用 于 模式 识别 、 语 音 识别 、 图 象 处 理 、 信 和 号 处 理 、 系 统 控制 、 
最 优化 决策 以 及 求解 非 线性 代数 问题 等 方面 。 神 经 网 络 理论 的 应 用 研究 已 经 渗 
透 到 各 个 领域 。20 世纪 80 年 代 以 来 ， 在 控制 领域 ， 将 神经 系统 和 传统 控制 技 
术 相 结合 取得 了 许多 令 人 鼓舞 的 结果 。 这 些 成 就 加 强 了 人 们 对 神经 网 络 系统 的 
进一步 认识 ， 引 起 了 世界 许多 国家 的 科学 家 、 研 究 机 构 及 企业 界 人 士 的 关注 ， 
也 促成 了 不 同学 科 的 科学 工作 者 联合 起 来 ， 从 事 神 经 网 络 理论 、 技 术 开发 及 应 
用 于 现实 的 研究 。 同 时 ， 神 经 网 络 是 一 种 复杂 的 力学 系统 ， 这 种 特性 决定 了 它 
被 实际 应 用 的 前 提 是 神经 网 络 系统 其 有 一 些 较 好 的 基本 特性 ， 如 稳定 性 、 收 敛 
性 、 周 期 运动 及 稳定 性 等 。 一 种 神经 网 络 系统 若 想 在 工程 中 发 挥 作用 就 必须 具 
备 稳定 性 ， 因 此 在 神经 网 络 的 设计 和 分 析 中 ， 稳 定性 的 分 析 是 极为 重要 的 且 必 
不 可 少 的 一 个 环节 。 由 于 神经 网 络 系统 本 身 所 具有 的 复杂 性 , 所 以 它 易于 受到 
其 它 外 界 随机 因素 的 影响 。 对 某 些 随 机 因素 来 说 ， 系 统 的 稳定 性 受到 影响 可 能 
不 大 ， 但 对 系统 有 较 高 要 求 或 随机 因素 的 影响 不 可 忽略 时 ， 利 用 随机 系统 来 处 
理 问 题 显得 尤为 重要 。 所 以 研究 随机 神经 网 络 系统 的 各 种 稳定 性 就 成 为 目前 需 
要 解决 的 问题 。 

本 文 在 第 二 章 里 面 ,主要 介绍 了 随机 微分 方程 的 发 展 历程 以 及 研究 随机 微 
分 方程 稳定 性 现状 。 利 用 局 部 蒜 收 敛 定理 和 zz 公式， 研究 具有 可 变 时 灌 的 随 
机 微分 方程 的 指数 稳定 性 ， 得 到 了 关于 该 系统 与 时 滞 无 关 的 几乎 必然 指数 稳定 
性 的 充分 判 据 ， 推 广 了 现 有 文献 中 的 某 些 结果 。 本 文 在 第 三 章 中 ， 简 要 介绍 随 
机 神经 网 络 稳定 性 发 展 ， 列 举 了 随机 神经 网 络 稳定 性 研究 的 最 新 成 果 ， 运 用 了 
本 文 的 主要 结果 给 出 了 对 具有 变 时 滞 的 随机 神经 网 络 的 指数 稳定 性 的 充分 条 
件 。 
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第 二 章 ”随机 微分 方程 的 指数 稳定 性 
2.1 ”随机 微分 方程 稳定 性 的 研究 背景 


在 自然 界 中 ， 事 物 的 变化 过 程 大 体 分 成 两 类 :确定 性 过 程 和 随机 过 程 。 所 
谓 的 确定 性 过 程 就 是 指 事物 的 变化 过 程 符合 必然 的 变化 规律 ， 具 有 确定 的 表达 
A, 也 就 是 说 确定 性 过 程 是 可 以 用 关于 时 间 t 的 确定 的 函数 来 加 以 描述 的 变化 
过 程 。 随 机 过 程 则 是 指 在 变化 过 程 中 没有 确定 的 变化 形式 的 过 程 ， 这 类 事物 的 
变化 不 能 用 关于 时 间 t 的 确定 性 函数 加 以 直接 描述 。 然 而 在 研究 实际 物理 现象 
的 数学 模型 时 ， 从 一 个 物理 问题 转 到 一 组 数学 方程 绝 不 会 是 完全 精确 的 。 由 于 
它 的 不 确定 性 、 复 杂 性 、 不 可 如 免 的 给 数学 模型 带 来 一 些 不 确定 性 因素 。 而 在 
诸如 经 济 金融 、 保 险 、 人 口 增长 理论 、 信 号 处 理 等 领域 ， 不 确定 性 因素 往往 是 
问题 的 关键 所 在 ， 不 可 忽视 。 在 二 十 世 纪 ， 随 着 这 一 类 实际 问题 的 大 量 出现 ， 
促进 了 随机 分 析 的 构建 和 发 展 。 

布朗 运动 (Brown motion ) 最 初 是 由 英国 生物 学 家 布朗 于 1827 年 根据 观察 
花粉 微粒 在 液 面 上 作 “ 无 规则 运动 ”的 物理 现象 而 提出 的 。1905 年 爱 因 斯 坦 
(Einstein ) 首次 对 这 一 现象 的 物理 规律 给 出 了 一 种 数学 描述 , 使 这 一 课题 有 
了 显著 的 发 展 。 这 方面 的 物理 工作 理论 在 Smoluchowski, Fokker, Planck, 
Burger, Furth Orstenin, Ublenbek 等 人 的 努力 下 迅速 发 展 起 来 了 。 但 数学 
方面 却 由 于 精确 描述 太 困 难 而 进展 缓慢 ， 直 到 1918 年 才 由 维 纳 (Wiener ) 对 ， 
这 一 现象 在 理论 上 做 出 精确 的 数学 描述 ， 并 进一步 研究 布朗 运动 轨道 的 性 质 ， 
提出 了 在 布朗 运动 空间 上 的 测度 和 积分 。 这 些 工 作 使 得 对 布朗 运动 及 其 研究 得 
到 迅速 而 深入 的 发 展 。1923 年 ， 维 纳 本 人 就 布朗 运动 给 出 了 一 系列 严格 的 研究 
成 果 ， 所 以 布朗 运动 也 称 为 Wiener 过 程 。 

随机 微分 方程 的 研究 是 随 着 随机 过 程 理论 与 常 微分 方程 理论 的 发 展 而 迅速 
发 展 起 来 的 。 然 而 ， 早 在 随机 过 程 严格 的 数学 理论 建立 之 前 二 十 年 ， 就 已 经 提 
出 了 微分 系统 的 随机 积分 问题 。1902 E, Gibbs 在 讨论 统计 力学 问题 时 ,研究 
了 保守 力学 系统 的 Hamilton - Jacobi 微分 方程 组 ， 它 的 积分 初始 状态 是 随机 
的 ， 这 就 是 最 早 的 随机 微分 方程 问题 [1] 。 1908 年 ，Langevin[2] 在 研究 布朗 
运动 时 得 到 了 下 述 随机 微分 方程 
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ma) = —Bx(t)+ y(t) (2.1.1) 
Et, x (t ) 表 示 液 体 微粒 在 菜 一 方向 的 运动 速度 。-Bx(t) 表示 介质 中 分 子 运 
动 对 微粒 碰撞 构成 的 随机 作用 ， 这 种 形式 的 方程 叫 Langevin 方程 。 
1934 年 至 1938 Œ S. Berntein 引进 了 随机 微分 方程 [3-4] ， 并 证 明 该 方程 


所 确定 的 随机 变量 的 极限 分 布 是 Kolmogorov 方程 的 基本 解 。 在 S. Berntein 


的 框架 下 , 1. I. Gihman[5-7] 独 立 建立 了 随机 微分 方程 的 理论 。1942 年 Tto [8] 
利用 随机 微分 方程 研究 了 关于 Markov 过 程 的 Kolmogorov 方程 。 直 到 1951 年 ， 


Ito [9] 才 独立 建立 了 下 述 Ito 型 随机 微分 方程 的 理论 
dx (t)=b(x, t)dtto (x, t)dW(t) x(t) =x, (2.1.2) 


其 中 WOE Wiener 过 程 ，dx(D 为 Ho 意义 下 的 随机 微分 ， 随 后 随机 微分 方程 得 


到 了 很 快 的 发 展 。 

在 常 微分 方程 稳定 性 理论 的 研究 中 , Lyapunov 直接 法 是 确定 一 般 的 非 线性 
系统 稳定 性 的 较为 一 般 的 方法 。1959 Æ L.E. Bertain[10] 等 人 首先 提出 了 用 
Lyapunov 稳定 性 的 概念 和 方法 来 研究 随机 微分 方程 解 的 稳定 性 , 随后 主要 由 于 
美国 的 Bucy, Kushner, Kozin 等 人 的 努力 ， 随 机 Lyapunov 稳定 性 理论 得 到 了 
迅速 的 发 展 。 Arnold(1972), Firedman(1976), Hasminskill (1981), Mao(1991) 
[11-15] 对 随机 模型 进行 了 稳定 性 分 析 。1971 年 , R, F. Curtain[16] 将 随机 微分 
方程 理论 推广 到 了 Hilbert 空间 , 由 于 F.Kozinl17], U.G. Haussman[18], 
A. Ichikawa [19] 等 人 的 工作 ，Hilbert 空间 中 随机 微分 方程 稳定 性 理论 得 到 了 
很 快 的 发 展 。 


2.2 ”随机 微分 方程 稳定 性 研究 的 发 展 及 现状 


1908 年 ，Langevin 在 研究 Brown 运动 时 得 到 了 如 下 的 随机 微分 方程 
mS-px()+ yl) 


其 中 ytt) 为 随机 作用 力 。 


一 8 一 


四 川 大 学 硕士 学 位 论文 


1951 Æ, Ito 建立 了 下 述 Ito 型 随机 微分 方程 的 理论 
dx(t) = f (t,x)dt +o(t,xdW(t) (2. 2. 1) 
Hb w(t) 是 具有 mm 维 分 量 的 Winer WH, 
f :R*xR’ >R", o:R* xR" — R 
1965 Æ, Skorokhod 证 明了 当 w > 5 时 ，Ito 型 随机 微分 方程 
dx(t) = g({x(t))dW(t) t20 (2. 2. 2) 
在 初始 条 件 x(t。)=x, (% ER) 下 ， 解 是 唯一 存在 的 ， 其 中 W(t) 是 一 维 标准 维 
纳 过 程 ，g 是 一 维 有 界 的 实 值 函 数 ， 且 满足 : 
lg(x)-g(y)sk(x-y), Vx,yER,a > 
其 中 k 是 大 于 零 的 常数 。1971 F Yamada 和 Watanabe 发 展 了 这 一 结果 , 证 明了 
当 a > 了 时 方程 (2.2.2) 存在 唯一 解 。 


1967 Æ, Hasminskill 给 出 了 线性 随机 系统 
dx(t) =Ax(t)dt + ux(t)\dW(t) x(t) =, (2.2.3) 


Au EC 在 大 范围 内 随机 渐 近 稳定 的 充 要 条 件 Re (A-=u*) <0。 同 时 Arnold 进 


-- 步 建立 了 保证 〈2. 2.3) 零 解 均 方 渐 近 稳定 的 条 件 ReX <-u. 


1967 年 ，Syski 将 随机 微分 方程 分 成 三 大 类 : 

1) 具有 随机 初始 条 件 的 随机 微分 方程 

这 是 最 简单 的 情况 ， 即 方程 本 身 不 受 随机 因素 的 影响 ， 而 随机 性 

仅仅 出 现在 初始 条 件 的 情形 。 

2) 具有 随机 作用 项 的 随机 微分 方程 
例如 ， a =f(x(t),t)+y(t) x(t) =x, (2.2.4) 
其 中 y(t) 是 方程 的 随机 作用 项 ， 它 是 某 个 随机 过 程 

3) 具有 随机 系数 的 随机 微分 方程 
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例如 : 0. fA x)= (2.2.5) 


其 中 y(t) 是 随机 过 程 。 


日 本 的 伊藤 于 1951 年 首先 提出 的 Ito 型 随机 微分 方程 是 (2》 类 方程 的 特 


例 ， 而 Ito 型 方程 是 目前 随机 微分 方程 研究 中 的 主要 方向 。 因 为 它 的 解 过 程 是 


Markov 过 程 ， 因 此 它 对 随机 过 程 理 论 和 控制 理论 都 有 着 十 分 重要 的 意义 。 
1973 年 ，Friedman 也 讨论 了 随机 常 微分 方程 零 解 的 渐 近 稳定 性 。 
Hasminskill 在 1980 年 系统 地 给 出 了 随机 微分 方程 (2. 2. 1) 平衡 点 的 几 

种 稳定 性 定义 ， 即 ， 随 机 稳定 ， 随 机 渐 近 稳定 和 大 范围 随机 渐 近 稳定 。 

1988 Æ, Gard 在 文献 [20] 中 给 出 了 一 系列 应 用 Lyapunov 函数 方法 判定 
(2.2.1) 零 解 随机 稳定 和 随机 渐 近 稳定 的 条 件 ,， 并 运用 这 些 条 件 讨论 了 自治 方 

程 的 随机 稳定 性 。 

1984 年 ，Arnold, Oeljeklaus 和 Pardoux 考虑 了 方程 (2. 2. 3) 的 指数 稳 

定性 ， 在 文中 给 出 了 方程 零 解 几乎 处 处 指数 稳定 的 条 件 ， 并 讨论 了 稳定 条 件 中 

的 Lyapunov 指数 与 p 阶 矩 指数 稳定 中 Lyapunov 指数 之 间 的 关系 。 

1984 年 ，Mohanmmed [21] 考 虑 系统 


he = f (t,x(t) x(t -T ))dt + g(t,x(t),x(t-t))dW(t) t>0 (2.2.6) 
x(t)=y(t) tE[-r,0] 
其 中 z BAF ORIA, f sR’ xR" xR” —>R",g:R* xR xR" > R™ 
W(t) È m 维 分 量 相互 独立 的 维 纳 过 程 ， 初 值 函 数 %(D)EC(-r,0];R ) 他 应 用 
Lyapunov 函数 判别 方程 (2.2.6) FH p 阶 矩 渐 近 稳定 的 方法 。 

1986 年 Kolmanovskill 和 Nosov 在 假设 系统 (2. 2.6) 中 对 函数 f 和 8g 满 
Æ Lipschitz 条 件 和 线性 增长 的 条 件 下 ， 证 明了 如 果 对 于 p>2， 存 在 正 数 
cc 和 c; ， 并 存在 连续 函数 Y; R xC([-7T,0];R") > R, 使 得 


EO se El, (E)ER*xC((-r,0];R") 和 (2. 2.7) 
EV (t,x, &)))-EV (4%, W) s -6 f Ejx(s;y)|” ds t, >t, 20 


一 10 一 


四 川 大 学 硕士 学 位 论文 
成 立 ， 则 系统 (2.2.6) 的 零 解 是 p 阶 渐 近 随 机 稳定 的 。 

1990 年 ，Mohanmmed[22] 给 出 了 线性 时 灌 微 分 方程 几乎 处 处 指数 稳定 的 条 
件 ， 这 是 随机 时 灌 微 分 方程 关于 指数 稳定 的 最 早 成 果 。1991 年 ，X. Mao 又 讨论 
了 一 类 非 线性 随机 时 灌 微 分 方程 的 几乎 处 处 指数 稳定 性 。 

1994 年 X，Mao[23] ， 全 面 讨论 了 随机 微分 方程 和 随机 泛 函 微分 方程 的 指 
数 稳定 性 。 近 期 关于 随机 微分 方程 的 指数 稳定 性 有 如 下 几 个 方面 的 工作 : 

X. Mao [24] 将 泛 函 微分 方程 的 Razumikhin 技术 应 用 到 如 下 中 立 型 随机 
泛 函 微分 方程 


d[x(t)-G(x,)] = f(x dt + etlt,x dW) (2. 2. 8) 
得 到 了 解 的 指数 稳定 性 。 
X. Mao 将 Razumikhin 技术 应 用 到 如 下 滞后 型 随机 微分 方程 
dx(t) = f (t,x, dt + g(t,x,)dW(t) (2. 2. 9) 
得 到 了 解 的 指数 稳定 性 。 


T. Taniguchi[25] 等 利用 半 群 理论 研究 了 如 下 Hilbert 空间 滞后 型 随机 泛 
函 微 方 程 的 解 的 存在 唯一 性 和 指数 稳定 性 。 
dx(t) = [-Ax(t) + f (t,x, jdt + (t,x, dW (2. 2. 10) 
T. Caraballo[26] 等 讨论 了 如 下 随机 偏 函 微分 方程 
x(t) =p (0) + A(x) + f(x, las + g(x dW) (2:211) 
得 到 了 解 存在 唯一 性 和 指数 稳定 性 。 
X .Mao[27-28] 等 人 将 Lasalle 不 变 原理 推广 到 了 下 述 随 机 微分 方程 和 随 
机 泛 函 微分 方程 
dx(t) = f (t,x(t))dt + g(t,x(t))dW(t) (2. 2. 12) 
dx(t) = f (t,x(t),x, dt + g(t, x(t),x, dW (t) (2.2. 13) 
X .Mao[29] 等 讨论 了 如 下 不 确定 性 随机 泛 函 微分 方程 


dx(t) =[(A + AA)x(t) + (B + AB)x(t -r )]dt + [ACx(t) + ADx(t) a(t) 
(2.2. 14) 
得 到 了 系统 Robust 稳定 的 条 件 。 


V. Dragan [30] 等 得 到 了 下 述 具有 奇异 扰动 的 10 随机 微分 方程 的 指数 稳 
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定性 。 


a(t) = LA) + A Ot S Arnie) (2.2.18) 


edt) =A AOM SAO 2.2.16 
罗 交 晚 ， 仓 捷 中 ， 候 振 托 [31] 研 究 了 下 述 Markov 调治 的 随机 时 洁 微 分 方 


程 


ax(t) = f (x(t), x(t -7 (t),t,r E) dt + 820,26 -2,0),7 OAV OE) 


(2. 2.17) 
给 出 了 上 述 方程 的 比较 原理 ， 得 到 了 平凡 解 的 矩 指数 稳定 性 。 


2.3 关于 稳定 性 的 预备 知识 


设 QC R",Q 是 包含 原点 的 n EIB, 140,40), W(x)ECO,RI, 


V(t,x}EC[1xQ,R] 分 别 表示 定义 域 为 LR，IxR， 值 域 为 R 的 连续 函数 。 

定义 2.3.1: ”W(x) 在 Q 上 正定 ， 若 在 Q 上 W(x) =0， 且 W(x)=0, 当 且 仅 当 x=0; 
称 水 数 WV(x) 在 QR 上 人 负 定 ， 若 -W(x) 在 Q 上 正定 。 
正定 函数 ， 负 定 函 数 通 称 定 号 函数 ， 也 叫 Lyapunov 函数 。 

如 : WCx,,x,) = 2x7 +23 +2x,x, 0 IESE BM 

定义 2.3.2: PMA V (t,x) ECl[xQ, REX, FREER HR 
W(x)ECIQ, Rp HVC t,x) = W(x) AVC, 0) 50. 车 -VCt, IER, 则 称 VC, 
x) ARERR WM: VG, x)= (are Va? +23 Ea >0 时 也 称 为 正定 函数 。 

定义 2.3.3 [32]: ”函数 pgECI[[0,r],R] 是 严格 单调 上 升 函 数 ， 且 gp(0) =0, 
则 称 w 是 属于 K 类 函数 ， 也 称 黎 函数 ， 记 为 PE 天 。 

定理 2.3.1[33] : 对 于 在 |x|s 右上 给 定 的 任意 正定 函数 W(x) 
必 存 在 两 个 函数 p，q, EK EB G(x) sw) < vx) 。 

定义 2.3.4: f()ECLLR] I= [ty +o) ，V teEI， 下 面 四 个 导数 
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DfEE +8)- fO) 
DF) = mo(f C+- /0) 
Pk (2.3.1) 
Dfe) = imf E+- fO) 
Df) lim *(F(¢+)- £0) 
分 别称 为 F@) 在 + 处 的 右上 导数 、 右 下 导数 ， 左 上 导数 ， 左 下 导数 ， 它 们 统称 
Dini 导数 。 
给 定 一 个 微分 系统 : 
Fo flea), 其 中 f(t,x)ECH xR", R"] (23.2) 
定理 2.3.2 [383]: 设 函 数 V(,x)EC[1x8,R'],QCR" 且 V(t,x) 关 于 x 对 1 一 至 
地 满足 局 部 李 普 希 兹 条 件 ， 即 V(t,x)-V(t,y) s Lx 让 
则 V(t,x) 沿 方程 (2.3.2) 的 解 x@) 的 右上 导数 ， 右 下 导数 分 别 为 


DV(x() = lim {V(¢+h,x+hf x) -V0); 
ren (2.3.3) 


DV(t,x(t)) = lim “ve +h,x+hf (t,x) -V E} 
h--»0+ 
定义 2.3.5 [34] : 称 实 矩阵 4 =(a,), AMIER, APACHE: 
1) a, >O0G21,2,..,n) , a, sO # j,i,j=1,2,...,n) 


2) 下 列 n MIWKATS 


Ajse 


det] : :| >0  i=1,2,..n 


M 矩阵 的 等 价 条 件 ; 
1) a, >0,@=1,2,...,2), a, s0,(i= j,i, j =1,2,...,m) > 
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且 存 在 常数 d > 0, 使 得 dm >0 
f 


2) a, > 0 (i =1,2,...,n),4,; <0 (ix j,i, j =1,2,...,7), 
H4t20, BA 为 一 个 非 负 和 矩阵 
3) a, >0 (i =1,2,....n),4, sO ji,j=1,2,..,n), 
V ERA E=Col (6,,8,,..48,), 代数 方程 组 4x =, 有 正 数组 解 ? 一 Col Mhh) 
4) a, >0 (=1,2,....n),4, s0Gz= j,i, j =1,2,....n), -A&P Hurwitz a E R, 
即 4 仅 有 负 实 部 特征 值 。 


def 
5)a, >0 (i =1,2,...,2),@, sO(G# j,i, j =1,2,....,2),G =I - D’ AITA 


pLG)《1,( 即 6 的 特征 值 都 在 复 平面 的 单位 圆 内 》， 
ix #D=diag(a,,, Bogs +++ Ban) 


考虑 常 微 分 方程 
ao = f (t,x(t)) (2. 3. 4) 
其 中 xER” , f(t,x)ECUxR",R"]) , H f(,0)=0 ， 


D, ={x| |x| <7,xER",0 <r < +} 

微分 方程 的 各 种 稳定 性 定义 [35-36] 

定义 2.3.6: Ve >0,Vt,E/,35(e,t,)>0,Vx> Hll < elet 对 一 切 
t=1,， 有 (eto,xo 间 <z 则 称 (2.3.4) 的 平凡 解 是 稳定 的 。 

定义 2.3.7: 车 对 Vs >0,36(e)>0, 对 Vx,， 当 用 中 <5 时 ， 对 一 切 t = zt， 
Eilt) <e RBG (2.3.4) 的 平凡 解 一 致 稳定 。 

定义 2. 3.8 : BAR (2.3.4) 的 平凡 解 是 指数 型 渐 近 稳定 的 (简称 指数 稳 
E) 若 对 Ve >0,34>0,36(e),Vi, EI ， 当 x,<5 时 ， 有: 


xlt, tox] s ee“, (f = £0) 
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定义 2.3.9: RA (2.3.4) 的 平凡 解 是 全 局 指数 型 渐 近 稳定 的 《全 局 指 
数 稳定 ) 。 对 Vs > 0,34>03k(6)>0， 当 |zxol<5 时 ， 有 
|zGszxojlsk6)e 
定义 2.3.10: Yi Vr > 0, Yx, ED,, We > 0,37 =T(t,x07,E)>0, 对 Vt > 加 +7， 


Alton) e 成 立 ， 则 称 〈2. 3. 4) 式 的 零 解 是 全 局 吸引 的 。 
定义 2. 3. 11: Yr >0,Ve >0,3T =T(r,e)>0, 对 Vt =t +T, A xiton) <e 
成 立 ， 则 称 (2.3.4) 式 的 零 解 是 全 局 一 致 吸 引 的 。 
定义 2. 3. 12: Ve Yr >0,We >0,37 =T(t,,r,€) > 0, X} Yx, ED, ,对 t =t0 +T, 
Alket RIL, WK (2.3.4) 式 的 零 解 是 全 局 等 度 吸 引 的 。 


定义 2.3.13: ” 设 (Q,F,P) 为 一 个 概率 空间 ，T 为 一 个 实数 集 ， 如 果 对 每 一 个 
1ET 都 有 定义 在 (Q,F,P) 上 的 随机 变量 X(t,w),wEQ 与 之 对 应 , 则 称 依赖 
于 :的 随机 变量 族 {X(t,w),:ET} 为 一 个 随机 过 程 。 如 果 参 数 集 为 连续 时 ， 
称 随机 过 程 为 连续 参数 随机 过 程 。 如 果 参 数 集 为 离散 时 ， 则 称 随机 过 程 为 
离散 参数 随机 序列 。 
为 书写 方便 ，{X(t,w),tET]} HAWA {XAET hX RO} 
定义 2.3.14: 设 {X(),:E7T} 是 一 个 随机 过 程 ， 如 果 对 了 中 任意 x 个 时 刻 
h<t <, <t o HE X(t,)-X(t,),X(4)-XG),-X(,)- X41) 是 相互 独 
立 的 ， 则 称 {X(t),tET} 为 独立 增 量 过 程 。 
定义 2. 3.15: ”如 果 随 机 过 程 {X(1),+E7T} 满足 : 
1) X(0)=0 
2) {X(t),t = 0} 具有 独立 增 量 性 质 
3) IHES: >0, AX(t)~N(0,0’) 
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则 称 {X(t),tE7T)} 为 维 纳 (wiener) 过 程 或 布朗 (Brown) 运动 ， 如 果 =1 则 称 为 


标准 维 纳 过 程 。 
定义 2.3.16: 一 个 玉 适应 的 随机 变量 序列 {X,;n > 0} MAR, MRA Vn, X, 可 


B, HE, |F)2X, as. 


2.4 ” 几 种 随机 微 积分 
2.4.1 ” 维 纳 积分 


定义 2.4.1: 设 伪 (t),t=0} 为 标准 布朗 运动 ，b(t) 是 一 个 确定 时 间 函 数 ， 在 区 
间 [0,t]， 分 点 O=t, <h <h <,...,<t, <t, EX 


S, = Š wk) -W (24) 


的 均 方 极限 为 函数 b(t) 的 维 纳 积分 ， 记 作 5b(s)4W(s) ， 关 于 黎 曼 积分 和 维 纳 
积分 的 关系 ， 有 以 下 定理 


EH 2. 4.1037]: 设 b(t) 是 一 个 确定 性 时 间 函 数 ， 如 果 黎 曼 积 分 
faG)F ds <% 


则 维 纳 积分 人 ad) 一 定 存在 。 
维 纳 积分 的 性 质 : 
(1) 线性 性 当 flb()F ds , MOi ds 均 存 在 时 


Í [a b, (u) + a,b ,(u)JdW Cu) = a, f, b (udW(u) +a, f b, (uydW(u) 


(2. 4. 2) 
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其 中 aa 为 常数 ， 己 人, 访 (0) 是 一 个 确定 性 时 间 函 数 。 
(2) 可 加 性 


人 edFCO+ [oman = f, war) (2. 4.3) 
SE: 4220, b(t)>0 Rt, REHN f bO)aW) > 0. 
在 工程 技术 中 经 常 遇 到 


Po (2.4.4) 


x(t) =X) 


这 类 微分 方程 ， 其 中 W(t) 为 白 噪声 ， 如 果 没 有 gt, WORA, WE 


述 微分 方程 就 是 普通 的 常 微分 方程 ， 增 加 了 这 一 项 ， 则 表示 引入 了 随机 因素 ， 
于 是 x(t) 不 再 是 普通 的 确定 性 函数 ， 而 是 随机 过 程 了 。 


(2.4.4) 写成 微分 形式 
dx(t) = f (t,x(t))dt + g(t,x(t))aW(t) (2. 4.5) 


EP x(t) = xot E[tysT I, f [t TR" > Rg [toT] xR +R, H f,g WH 
[ty T]-EAY Borel MAR, WO = (w6), w0) w, > E|x,| < 
对 于 该 随机 微分 方程 它 的 积分 形式 可 写 为 
x(t) =x(t,)+ Í f (s,x(s))ds + fi, 8(s,x(s))dW(s) (2.4.6) 


该 式 中 的 第 一 个 积分 定义 为 一 般 意 义 下 的 均 方 黎 曼 - 司 梯 捷 斯 
(Riemann-Stielt jes) 积 分 ,然而 将 第 二 个 积分 同样 定义 为 黎 曼 - 司 梯 捷 斯 积分 
则 无 意义 ， 这 是 因为 ， 若 定义 随机 变量 


P, = SXEIC) -Whos] [io] (24. 
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此 随机 变量 序列 并 非 均 方 收敛 于 唯一 极限 ， 其 极限 值 依赖 于 刀 "的 选取 ， 
所 以 积分 在 通常 意义 下 的 均 方 积分 值 不 存在 ， 导 致 这 一 结果 的 根本 原因 在 于 其 
方差 随 着 时 间 的 推移 不 断 变 大 导致 无 界 ， 而 其 期 望 值 保持 为 零 不 变 ， 或 者 说 是 
因为 w(t) 的 不 可 微 性 。 


2.4.2 伊 惹 随机 积分 的 定义 


定义 2 4 2 : HW (Ct) 为 维 纳 过 程 ,W(t) 是 一 个 二 阶 矩 过 程 ， 在 区 间 [a b) E 
插入 分 点 a at, <t, <t,<,..,<t, <t, =b, EX 
S, = SX 61H ) -Wi (2.4.8) 
的 均 方 极限 为 函数 x (t) ATEEN a) RRS, WE 


x(u)dW(u) 


定理 2.4.2 [37]: 设 X(t) 是 一 个 均 方 连续 的 二 阶 矩 过 程 ， 并 且 对 任意 的 
5,58, St <t, KSSS, sty 0 [X(s) , X(s) , Wls,)-W(s,)) 
SWU,)-W, ) 相 互 统计 独立 ， 则 XG@) 关 于 歼 () 的 伊藤 积分 存在 且 唯 一 。 


伊 芯 积 分 的 性 质 
1. 线性 性 设 下 列 伊 芯 积 分 存在 


fowo, 人 7OdwO 
则 对 任意 的 常数 x，B 有 
f (ax(t) + By())dW(t) =a f (x(t)}dWw(t) +B f yaw) (249) 
2. 可 加 性 “如果 espsc, 则 


f xaw)+ f xaw =f Oawe) (2. 4. 10) 
3. 设 f x(QaW OEE, WHFa stac, yO fW FE 
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并 且 关 y(t) 关 于 t 是 均 方 连续 的 。 
4, R{X,(t), ET = [cj} 是 均 方 连续 的 二 阶 矩 过 程 ， 且 满足 伊藤 积分 
存在 的 条 件 , X,(0,n =12… 是 随机 变量 序列 ， 如 果 关于 !ET 一 致 地 有 


lim X,()= X() 


WW X(t) 也 是 均 方 连续 地 ，X(t 也 满足 伊藤 积分 的 条 件 ， 并 且 对 于 
a st sb, 一 致 地 有 


lim f x (Daw) = f x(t)dW(t) (2. 4. 11) 


LEBEN ERS) A RAR} A] 1, ORR x(t) 为 确定 性 函数 ， 它 
就 是 维 纳 积分 。 


2.5 Ito 型 随机 微分 方程 各 种 稳定 性 


设 (Q,F,P) HAA AREER {ER}, 的 完备 概率 空间 ， 


t20 


W(t) = (w, (€), w EN CNEA m ERT FE SE IB] EKA BA Brown ) 


zm, HR, =[0,+%)。 


考虑 Ito 型 随机 微分 方程 
= f(t,x(t))dt+g(t.x())dW(t) t=0 


X(t) =X) 


(2.5.1) 


假设 f E[R, xR",R"]，g E[R, xR", R” ABE Borel 可 测 函 数 ，f,g 满足 
Lipschtiz 条 件 和 线性 增长 条 件 ， 且 f(1,0)=0,g(1,0)a0 tzt,， 设 
PIR, xS, R] 表示 定义 在 RxS, ENA A ARVE) 的 全 体 ， 而 


S, :{x| [x] <a} CR" : A n E45 |i] 4 AAR, Vit.) KF (t,x) 分别 有 连 
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续 的 一 阶 导数 和 二 阶 导数 。 
根据 6 公式 ， 现 对 于 〈2. 5. 1) 定义 一 个 微分 算 子 


过 ly T 0 
Ls m Ae ax, + PA [g(t,x)8 (g,x)] ee (2.5.2) 


如 果 L 作用 在 Fe,zECI[R.xS,R.] 上 ， 则 有 


LV(t,x)= at) + OV (t,x) ft,x)+ trace [sre a g(t, x) 


(2.5. 3) 
xg Vn ma t x), 
3 (an a 
a'y av 
: by axax ” dx,dx 
2r ea a eee (2.5.4) 
axdx ==| dx} =] 3 ; 
a aV aV 
ax, Ox, ” ax AX Us 
应 用 Ito As, # x(t)Es,, 
WA dV (t,x(t)) = LV (t,x(t))dt + — = ou: PEAY 5,200) (2. 5. 5) 


定义 2.5.1 : We, E(OD)MVe,>0,36=dle, ey t), El < 6 时 ,有 
pilx€,t,% 站 <é,,t2t,}21-¢, 
则 称 (2.5.1) 式 的 零 解 是 随机 稳定 的 或 是 依 概 率 稳定 的 。 
定义 2.5.2: ”车 (2. 5.1) 式 的 零 解 是 随机 稳定 的 ， 且 对 YnE(0,1)， 
Jo, = o(7,ty) >0. 使 得 当 |x| < co, 有 


p{lim X(t,t),X)) =O}21-7 
则 称 (2. 5. 1) 式 的 零 解 是 随机 渐 近 稳定 的 或 依 概 率 渐 近 稳定 的 。 
定理 2.5.1: ” 若 存 在 正定 函数 V(t,x)EC™(R, xS, R) 1E 
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LV(tx)s0 V(t,x)ER,xS, 
则 (2. 5. 1) 式 的 零 解 是 随机 稳定 的 。 
定理 2. 5. 2[38] : 若 存 在 正定 的 具有 无 穷 小 上 界 的 函数 
v(t,x)EC™([t,,0)xS,,R,], 使 得 LV(t,x) 是 负 定 ， 则 (2. 5. 1) 式 的 零 解 是 随 
机 渐 近 稳定 的 。 
定义 2.5.3 称 (2.5.1) 式 的 等 解 是 几乎 必然 指数 稳定 ， 若 


<0 as. 


def 1 
Vx, ER", AT A= lim sup- Ig||x(t,t9.%p 
f+ 


Hepa RH (2.5.1) 式 的 解 的 Lyapunov 指数 。 
定理 2. 5. 3[39]: 假设 存在 函数 V(t,x)EC™[[t0,%)xR",R,] 和 p>0,c,>0, 
c, ER, >0， 使 得 对 一 切 x < 0 和 ! >t 有 
Do aP sre) ， 
2) LV(t,x)scV(t, i 
3) 


>c (t,x) 


eco ex, t, 下 


则 lim supllg [x tox) s - Gr as Xf Wx, ER’ 
tte of ` 2p 
EX 254: ， 称 (2.5.1) 式 的 零 解 是 均 方 指数 稳定 的 ， 若 存在 正常 数 4 和 
c 使 得 (2.5.1) 的 解 满足 五 (ketr) s PAEA ei) Yy ER" 
定理 2. 5. 4[40] : HHERRV (t,x)EC [[t,, +0)xR"R, | Rac, >0c >0, 
c > 0, 使 得 
OA el? s V (t,x) sC, if ; LV (t,x) < -0 jx 


则 E (|x, too) }<2h Pe 2 tet, Vx ER", 


即 〈2. 5.1) 式 的 零 解 是 均 方 指数 稳定 的 。 


y Ai 
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2.6 “具有 变 时 滞 的 随机 微分 方程 的 稳定 性 


随机 时 灌 微 分 方程 及 其 稳定 性 已 被 广泛 研究 ， 特 别 是 随机 常 时 滞 微 分 方程 
几乎 必然 指数 稳定 性 的 文章 层出不穷 .但 变 时 灌 随 机 微分 方程 的 结果 相对 较 少 ， 
且 研 究 的 方法 主要 用 李 雅 普 洛 夫 直接 法 ， 基 于 这 种 情况 ， 本 文 利用 局 部 鞭 收 敛 
定理 和 jfo 公式 ， 研 究 具 有 可 变 时 灌 的 随机 微分 方程 的 指数 稳定 性 ， 得 到 了 关 
于 该 系统 与 时 滞 无 关 的 几乎 必然 指数 稳定 性 的 充分 判 据 , 推广 了 文献 [41] 和 
[42] 的 结果 。 
:考虑 具有 可 变 时 灌 的 随机 微分 方程 
J = 8 (x(t),x(t -T(t)), tdt + o(x(t), x(t -T(t)),t)dawW (£) (2.6.1) 
x(s)=&(s)  s€[-7,0] 


EP x(t -c(t)) = Clt -rxt -2,0),-..%,¢-7,0) EAER, 107), 
i=b .. „n, giR"xR"xR, >R", CCR» [OcP RIRA R, ANB [0.7] 的 连续 函 
数 空间 , o 《x(1),x(t -Tt),t)4aW(t) 表 示 随 机 扰动 且 W(t) = (m€), w (0) 是 定义 
在 完备 的 概率 空间 (Q,F,P) EA m 维 Brown 运 动 ,o :R"xR" xR, > R 是 局 部 . 
Lipschitz 连续 的 且 满足 线性 增长 条 件 ， 设 系统 (2.6.1) 有 初始 条 件 : 
x(s)=&(s), s€[-v,0], EEL; ([-r,0],R") 

SEA ,([-T,0],R") 表 示 具 有 R" 值 的 随机 过 程 (s) 在 -rssys0 是 所 可 测 ， 
且 f: EJE (39) 上 ds <%w，(E 为 数学 期 望 

ELV (x(t),t)EC™[R" xR,;R,]; 定义 系统 (2.6.1) 的 L 算 子 为 

LVC x, y,t) = V(x,t)+V, (x,t)g (x, y,¢) 


+ Ftrace oT (x,y,tV,,(%,t)o(x,y,t), 


(2. 6. 2) 
HPV (x1) = xen Vi- ma. vee [En] 


y=x(t-t). 
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EH 2.6.1(41]: 设 A(t) 和 U(t) 是 t 立 0 上 两 个 连续 适应 增长 过 程 
且 满 足 A(0)=U(0)=0 as.. 
又 设 Mtt) 是 实 值 连续 局 部 蒜 且 满足 M(0)=0 as.. HS 是 一 个 非 负 F 可 测 随 
机 变量 且 满 足 E6《%， > 
XH =6 +A() -UL +MEG) t20 
如 果 X(t) 非 负 ， 则 
{lim A(t) < ©} C {limxX (t) < on {limU() <%} as. 


fm 


这 里 ECD as. 的 意义 是 P(E Dp°)=0 特 别 地 ， 如 果 ]imA(t)<%m as. WH 
几乎 所 有 的 oEQ 
limX(t,%) < œ H limU tw) < oo 


即 X(t) 和 U(t) 都 收敛 到 有 限 随机 变量 。 


定理 2. 6. 2: 假设 存在 下 列 节 数 VEC21 (R" XR, ;R.), 6, EC(R;R,) p; EC(R;R,) 及 
.常数 py = 0,i # j,q, 20,i, j =1,2,..,n 对 系统 (2.6.1) wae: 


(1) LV,s DLP ) +t ap bi =1,2,...,7 (2. 6. 3) 
(2) Ksg) ilen (2.6.4) 
(3) 9(%)s¢Q@), i=L..,n (2.6.5) 


令 P= (Doni Q= (Gy R (PQ) HOM 矩阵 ， 则 对 任意 初始 什 
E (s)EL?,,(-1,0],R"), EBM r>0 使 得 系统 (2.6.1) 的 解 满足 


imsup UGE) 


ta 


s-ras. 


证 明 : 对 任意 给 定 的 初 值 5(5)EL?s,(-T,0],R"), 简 记 x(t;5)=x(t) ， 
” 因为 ”一 《P+4Q) 为 H 矩 阵 ， 所 以 存在 di >0， 使 得 


Sar +q,,) <0, j =1,2,....7 
进而 也 存在 充分 小 的 y 使 得 


$ yr +da; (pste"q)] <0. jel, 其 中 6, =f, 2 (2.6.6) 
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4 Sav, 则 有 LY = a(L¥) 


于 是 我 们 定义 U(x,t)=e”"V(x,f)， 其 中 AER xR, ERA 
UEC™(R" xR,;R,)， 并 可 以 得 出 


LU(x, y,t) =re"V (x,t) +e”V (x,t) 
+e"V, (x,t)e(x, yt) + ze "tacelo” (x, y,tW,,o(x, y,t)] 


=e"[rV(x,t)+LV(x, y,2)] 
se" ay + YL) 
利用 条 件 (2. 6. 3)、(2. 6.4)、 (2.6.5) ， : 
LU (x, y,t) s "(Dra (x;) + > 2 tpb, (x;)+ DAP J] 


由 Jio 公式 可 得 ， 对 任意 t>0 
e"V (x,t) =V(x(0),0) + f o LU(x(s),x_ (s), s)ds 


+ f vE V, (x(s),5)a(x(s), x, (s),s)dW (s) 
SVEO + $ rd, fie" (Dds + $ $ dip, fe" Es 
+$ haf ew -t,))ds 
+ f oe’ V,(x(s),8) o(x(s),x, (S),5)dW(s) (2. 6. 7) 
AB fine" p (ds = fiep (s)ds = foe" "9, (x)(s -rds 
s fae", @, (s))ds -~e™ fe", (x; (s =T] ))ds 
PAA fue p a;l -t,))ds se f's ep, (x,(s)\ds -e7 fioe, ep, (&)(s))ds 
= e" [人 eg (x, (s))ds + foe" oi, (s))ds]- e” fie P; (x ;(s))ds 


(2.6.8) 
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由 (2.6.7) 、 (2.6.8) 得 
e"V (x,t) sV(E(0),0) + aa [rfoe (x, (s))ds + 人 py +e” Dy df, f ep(x,(s))ds] 
i = J= 


+e > $da, faep Ge,(s)as -er > Xda fin ep Eds 
+ fi e°VC(9),8) o(4(s),x,(s)5)d/(8) 
利用 (2.6.6) ， 可 得 
Dale fae Dads + py +e Sap) foe Ce) 
> yr +did;"(p, +e qA, f 670, (,(s))ds <0 « 


所 以 有 
e"V(x,t)+e" > $ dia; fine", (x,(s))ds < X(t); (2.6.9) 
其 中 X(t) : =V(G(0)0) +e” > Sit f ep, (x(as 


+ fo eV.(x(s),s) o(x(s),x, (5),s)AW(s) 


是 一 个 非 负 团 。 由 引 理 得 


lim X(t,@)< © as. 
tw 


由 (2. 6.9) 可 得 出 : limsup e"V(x,t)<% as. 
所 以 有 lim sup eres) D -y as. 
定理 证 毕 。 


YE: 在 定理 2.6.2 中 取 和 矩阵 一 (PtQ) =X4E(E 为 单位 矩阵 ) 或 一 (P+Q) 
=diag{ 和 -44} >0， 则 可 分 别 获得 文献 [41] 与 [42] 的 相关 结果 。 
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第 三 章 随机 神经 网 络 的 指数 稳定 性 


3.1 随机 神经 网 络 的 发 展 背景 


神经 网 络 是 一 种 特殊 结构 的 动力 系统 ， 它 已 成 功 的 运用 到 很 多 领域 。 如 : 
生物 学 、 医 学 、 电 子 学 、 物 理 、 化 学 、 计 算 机 科学 、 控 制 科学 、 材 料 科学 等 。 
其 成 功 应 用 的 例证 涵盖 了 智能 控制 系统 、 信 号 处 理 、 模 式 识别 、 智 能 计算 等 方 
面 。 然 而 ， 随 着 科学 技术 发 展 的 日 新 月 异 ， 对 系统 有 较 高 的 要 求 或 随机 因素 不 
可 忽略 时 ， 利 用 随机 系统 来 处 理 问题 ， 成 为 自然 而 必要 的 手段 。 例 如 : 比较 简 
单 的 电路 系统 可 以 忽略 噪声 的 影响 ， 但 对 于 大 规模 的 集成 电路 来 说 ， 避 免 随机 
噪声 的 影响 是 不 可 取 的 ， 它 会 增 大 误差 ， 影 响 系 统 的 稳定 性 能 ， 而 利用 随机 数 
学 模型 处 理 问题 时 ， 情 况 就 要 好 得 多 。 

随机 神经 网 络 (Random Neural Network , 简称 RNN) 是 仿照 生物 神经 
网 络 的 这 种 机 理 进 行 设计 和 应 用 的 。 它 一 般 分 成 两 类 ， 一 类 是 采用 随机 神经 网 
络 元 的 激活 函数 ; 另 一 类 是 采用 随机 型 加 权 连 接 , 即 在 普通 人 工 神经 网 络 中 加 入 
适当 的 随机 噪声 。 第 一 种 主要 是 指 由 美国 佛罗里达 大 学 (UCF) 教授 Eorl 
Gelenbe 于 1989 年 提出 的 一 种 随机 神经 网 络 ,也 是 人 们 公认 的 Gelenbe 随机 神 
经 网 络 (GNN) 。1991 年 Gelenbe 等 人 提出 了 一 种 前 向 型 二 值 随机 神经 网 络 
(Biopolr Random Neural Network, 简称 BRNN) 模型 。BRNN 是 由 一 对 互补 的 标准 
的 GNN 构成 , 这 对 互补 的 GNN 神经 元 节点 的 作用 刚好 相反 ; 正 神 经 元 的 运行 机 制 
同 GNN 的 初始 定义 相同 , 负 神 经 元 的 运行 机 制 与 6NN 初始 定义 对 称 相反 . 当 负 信 
号 来 到 时 , 可 以 增加 这 个 神经 元 的 势 ， 正 信号 来 的 时 候 则 抵消 负 信 号 的 作用 . 现 
已 证 明 BRNN 可 以 作为 连续 函数 的 广义 函数 的 允 近 器 。 

1994 年 , Gelenbe 等 人 又 提出 了 动态 随机 神经 网 络 (Dynamical Neural 
Network, 简称 DRNN), 它 是 建立 在 GNN 的 基础 上 , 通过 设 定 初始 值 以 及 增加 一 个 
Cohen—Gossberg 型 动态 方程 作为 负 反 馈 回 路 来 提高 网 络 性 能 解决 问题 的 。 
DRNN 和 GNN 的 主要 区 别 在 于 :GNN 外 界 信号 的 输入 在 初始 变化 以 后 就 保持 恒定 不 
变 , 是 一 个 开 环 系统 , 而 DRNN 是 一 个 闭环 负 反馈 系统 。DRNN 已 被 成 功 的 应 用 于 
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解 最 优化 的 标志 性 问题 一 旅行 商 问 题 (TSP) 上 。 

1999 年 ,Gelenbe 等 人 再 次 提出 多 类 别 随机 神经 网 络 (Muiltiple 
Class, Random Neural Networks, 简称 MCRNNS) 。 这 个 网 络 是 GNN 网 络 模型 的 一 
种 合成 , 是 为 了 建立 一 个 神经 网 络 的 数学 构架 来 同时 处 理 不 同 种 类 的 信息 。 不 同 
的 信号 代表 复合 网 络 中 的 不 同类 别 , 可 以 表示 声音 处 理 网 络 中 的 不 同 频率 , 图 像 
处 理 网 络 中 的 不 同 颜色 , 或 者 多 传感器 信号 中 不 同 传感器 的 信号 输入 。 


3.2 ”随机 神经 网 络 稳定 性 研究 的 发 展 概况 


[to 系统 的 稳定 性 理论 的 兴起 , 主要 是 受到 了 Kac. I. Ja 和 Krasovskil1 的 


工作 的 激励 , 其 后 Hasminskill 对 他 们 的 工作 做 了 多 方面 的 推广 .近期 华中 科技 
KEM BRT AGM AAS Strathclyde 统计 与 建 模 科学 的 毛 学 荣 教 授 在 


[to 型 时 洁 系 统 的 稳定 性 方面 作 了 很 多 很 好 的 工作 。 特 别 是 上 世纪 90 年 代 , 他 


们 在 国际 上 率先 研究 了 随机 神经 网 络 和 随机 时 滞 神 经 网 络 的 稳定 性 。 
1995 年 6 月 [43] 廖 晓 听 和 毛 学 荣 首 次 考虑 了 随机 神经 网 络 
(-Bx(t) +Ag(x(t)))dt +o (aW E), t=0 
x(0) =x, 
1X E x(t) = (E)E) N A= near B = diag (b,,b,,....b,) E E X g(x) 
满足 VxER, xg; (x) 20, E |g, (x) |s 148; (u) W(t) = (w6), wE) -Wa Y 是 定义 
ERAR AR KF}, 的 完备 空间 (Q,F,P) 上 的 m 维 布朗 运动 ， 
a(x) = (0; (x))wwn 是 局 部 Lipschtiz 连续 的 且 满足 线性 增长 条 件 ，o(0) =0。 作 者 
得 到 了 该 3.2.1) 的 几乎 必然 指数 稳定 性 和 几乎 指数 不 稳定 的 充分 条 件 。 
1997 年 6 月 ，[44] 订 和 毛 考 虑 了 具有 时 湾 Hopfield 神经 网 络 
dx(t) = (-Bx(t) + Ag(x, (f))dt + o(x(t),x, (dW lt) 
P = &(s) (-t ss 0) t20 
HE, x) = E-ha -Tt ET ,g(x) = (81) 8A) N ， 
(g(E)|s1AB,[E], FE(-~, +0), g (E) 2S 型 函数 ， 得 到 了 系统 均 方 指数 稳定 性 
的 充分 条 件 。 
1999 年 付 莉 红 [45] 等 人 利用 Lyapunov Z RAM Borel 一 Cantelli 


(3.2.1) 


(3. 2. 2) 


四 川 大 学 硕士 学 位 论文 
引 理 研究 了 如 下 不 确定 随机 时 洁 网 络 模型 ， 建 立 了 均 方 指数 稳定 与 几乎 必然 指 
数 稳定 的 充分 判 据 。 
dx(t) = [-(A + AA(t))x(t) + (B + AB(t ~7))o(x(t -7))dt 
+ f(t,x(t),x(t-7))dW(t) 

2000 年 ， 沈 轶 [46] 等 人 利用 Razumikhin 定理 与 Lyapunov 函数 ， 建 立 了 
具有 可 变 时 洁 的 Hopfield 随机 神经 网 络 均 方 指数 稳定 性 与 几乎 必然 指数 稳定 
性 的 两 类 判 据 ， 一 类 是 时 灌 相 关 ， 而 另 一 类 是 时 滞 无 关 。 研 究 的 系统 如 下 : 

dx(t) =[-Ax(t) + Box(t -6 (ldt + fFe, xleh xlt -EEWO 
(3. 2. 4) 


(3. 2. 3) 


其 中 6 ()EC(R,,[0,c]),i=1,2, TÆR AET >0。 

2005 年 10 A, RR [47] ARR Lyapunov 第 二 方法 对 一 类 随机 时 洲 
神经 网 络 系统 的 全 局 指数 稳定 福 进 行 了 分 析 ， 得 到 了 易于 判定 随机 时 灌 神 经 网 
络 几乎 必然 指数 稳定 性 新 的 代数 判 据 。 具 体系 统 如 下 : 


de = (0.x, 4 Saz (x,(t))+ yah (tT)at 
+ 8; (t,x,(t),x,(t-7))dW(t) i=1,2,...,0 


其 中 神经 元 的 激活 函数 z ， h, 及 随机 干扰 强度 函数 g， 满足 下 列 条 件 : 
V x,x, ER, Jk, ,1, > 0 使 得 : 


(3, 2. 5) 


TOODO 
X,-X, x- | 
(2) Y (t,x,y)ER, xR" xR", Am, ,n, > 0, i =1,2,...,n， 使 得 
trace[g; (t,x, y)gi(t.x,y)] sm, |x, P +n, Ly; P 

2005 年 10 月 文武 , PREMIS AST EHR RB. 矩阵 分 析 方 法 

和 It6 公 式 , 结合 不 等 式 分 析 技 巧 研究 了 随机 型 细胞 神经 网 络 的 指数 稳定 性 , 给 

出 了 系统 的 解 的 二 阶 和 矩 Lyapunov 指 数 估计 式 和 均 方 指数 稳定 的 充分 条 件 。 系 统 
如 下 : 


(DOs l j=12,....7 


C.dx,(t) = Sao + Sal, (x,(t))) +4, Jde + (3, 2.6) 


d 86x dw (0) i=1,2,...,n 
£ 


其 中 万 ( OO) (j=1, 2,…, 为 第 7 单元 的 饱和 线性 输出 函数 ， 并 且 满 足 ， 
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1 i 
f= lu-u- Ooh) 


2005 Æ 12 月 牛 健 人 [49] 等 用 随机 积分 的 6 公式, AA BSN BEL 
时 滞 神 经 网 络 的 特性 讨论 变 时 滞 Cohen-Grossberg 随机 神经 网 络 
dx(t) = Ax(t)[-Bx(t) +WG(x, (t))]at 


+o(x(t),x,(),)dW(t), tat, (3.2.7) 
x(t) = g(t), ty-Tst st, 
得 到 了 系统 的 均 方 指数 稳定 性 。 


20054, wk, WHAM, WEERA TRATAN A RL A 
网 络 的 指数 稳定 性 ， 应 用 Razumikhin 定理 与 Lyapunov 函数 ， 建 立 了 这 种 细胞 
神经 网 络 均 方 指数 稳定 与 几乎 必然 指数 稳定 的 两 类 判 据 ， 一 类 是 时 灌 无 关 而 另 
一 类 是 时 滞 相 关 。 具 体系 统 如 下 : 
dx(t) =(-Dx(t) + Ao(x(t)) + B(a(t -4,())) dt + 
f (t,x), x(t - 6,0) dW) 


(3. 2.8) 


2006 年 江 明 辉 ， 沈 轶 ， 雇 晓 听 [51] 通 过 构建 李 雅 普 洛 夫 函 数 的 方法 和 利用 
半 蒜 收敛 定理 对 一 类 随机 时 灌 神 经 网 络 的 全 局 指数 稳定 进行 了 分 析 ， 提 出 了 易 
”于 判定 随机 时 滞 神 经 网 络 几乎 必然 指数 稳定 性 新 的 代数 判 据 。 多 时 滞 随 机 神经 
网 络 系统 如 下 : 
dx(t) =[-Dx(t) + Ag (x, (tJdt + o (t,x, (AW (0) (3.2.9) 


3.3 ”随机 神经 网 络 的 指数 稳定 性 条 件 


自 1982 年 美国 生物 物理 学 家 Hopfield 提出 了 具有 广泛 应 用 的 Hopfield 
型 人 工 神经 网 络 之 后 , 人 们 对 Hopfield 型 神经 网 络 的 稳定 性 进行 了 广泛 而 深入 
的 研究 ， 而 实际 应 用 中 ， 随 机 干扰 是 不 可 避免 的 。 经 过 众多 学 者 的 努力 ， 随 机 
神经 网 络 的 指数 稳定 性 , 具有 常数 时 灌 的 Hopfield 型 随机 神经 网 络 的 与 时 滞 无 
关 的 均 方 指数 稳定 性 以 及 与 时 滞 相 关 的 均 方 指数 稳定 性 和 几乎 必然 指数 稳定 性 
的 判 据 得 到 了 充分 的 发 展 , 至 于 可 变 时 滞 的 Hopfield 型 随机 神经 网 络 的 指数 稳 
定性 却 很 少 有 人 研究 。 基 于 这 种 状况 , 本 人 建立 具有 可 变 时 洁 的 Hopfield 型 随 
机 神经 网 络 的 指数 稳定 性 的 充分 判 据 。 
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考虑 具有 可 变 时 灌 的 Hopfield 型 随机 神经 网 络 。 
dx(t) = (-Ax(t) + Bf (x(t) + Ce(x(t -t (dt + o (x(t), x(t -T(t), dW) 
x(s) = &(s) s€[-z,0] (3.3.1) 
其 中 x(t -tt = (4, (t-1,(0),2,(¢-7,(0),...x,(6-7,2¢)) >  OEC(R,,[0,7]), 
isl, ....8, A=diag(a,,a,,...,4,),a,>0, B= (b)n C = (Cy er 
FO) =(Ala ofa)» 8) =(8101)8202)s- 8a Wa)) > 
CCR, [Or 表示 从 R, 映 射 到 [0,5] 的 连续 函数 空间 ， 表 示 随机 扰动 且 
WEA = (wa) w (O 是 定义 在 完备 的 概率 空间 (8,F,P) 上 的 m 维 
Brown 运 动 ,0 :R" x R" xR, > R” 是 局 部 Lipschitz 连续 的 且 满 足 线性 增长 条 
件 ， 设 系统 (3. 3, 1) 有 初始 条 件 : 
x(s)=&(s), s€[-z,0], §EL?s,([-T,0],R") 
EEL, (-7,0, R)RRAAR EMME, S(s)fE-Ts5s0kR TW, H 
f- EllE (Gs)|Pds<o, (EARP) , REV (x(t), t)EC™[R" xR,;R,] 
Et, y=xt-r) ， 将 系统 G31 改写 成 ， 
dx,(t) = [-a;x; (t) + > fi) + Das lr + 270 y,t)dw,(t) (3.3.2) 
x,(s) = &(s) *s€[-c,0],’" i=l, 2,..., n’ 
定理 3.3.1 BRERA (3.3.2) 满足 以 下 条 件 
OD lfG)M lsh le OPM Ply] FL 2.0 


(3. 3. 3) 
(2) loyd slx thy? i= 12,0 ,n (3. 3. 4) 
(3) — (PHQ) AM FRE (3. 3. 5) 


EPMO, MP, 1, h, AER t, b, |MP+]c, (MOP 
p; =(-2a, +ml, +$ ið; + lb, |M®, 
q; -|c, |M® +mé,h, i, j, I= 1,2,... ,1 


则 该 随机 神经 网 络 系统 (3. 3. 1) 的 零 解 几乎 必然 指数 稳定 。 
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则 Ly, = 2x[-an+ Ñ, yf i; + deg, Ole Yo, (Yt) 
J= 
由 (3.3.3), (3.3. 人 得 
LV, s-2a,x,° +25 Lb, MP lx a, 12) fe MP Ix ly, | +m +mh,y? 
a 
运用 ob s— a tHe bER’ : 所 以 


> 


2, Ñ M2. a, Ñ 人 2 
LV, s(-2a, +7 + dle, MP +a)+ Dei IM; (x, + y;)+mhy; 
J" J” 


SY (-2a, +ml, yx; + > (5 nie IL MPx + 
J" 好 isj 
t$le My? Smt į Da 其 中 5; ={0 ia 


= S24, + ml yth IMP + Dis +Š they IM} +m, ily; 
-YI -2a, +ml)6,+ |b; IM Op? + Sie IM} rm ly; + S Soa 


Pe +ml, Yin) Jô +b, | MO}; + Die [a +m Dy 
p(x) =x) po) =; 
则 (1) LY, ‘< Slo, (x;)+9,9,(y,)], i=1,2,.. of 
(2) V, $4,(x,) i =1,2,...,n 
(3) o(x,) s(x), i=1,2,...," 
FH (3.3.5) 及 定理 2.6. 2 的 结果 ， 该 定理 成 立 。 
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